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Premier exercice 
Matrice de Gram et application 


1. Pour tout (i, j) G [1, n] 2 on peut utiliser l'expression du produit scalaire dans la base canonique de IR n et 
écrire 

n 

( Ui\uj ) = y^m ki m kj . 

k = i 


On trouve donc le coefficient d'indice ( i,j ) de la matrice t M AI, donc G(u\ . u n ) = 'MM. 

2. Il est clair que G(u \, ..., u n ) est symétrique puisque, pour tout ( i,j ) G [l,n] 2 , (ui\uj) = (ufui). Soit 

( x i\ 

X2 


maintenant X = 


un vecteur colonne de taille n. On a 


\ x n ) 


m ij x j J > 0, 

donc G(u±, .... u n ) est positive. Enfin si la famille (v.\ . .... u n ) est libre la matrice G{u\ . .... u n ) est inver- 

n 

sible, en effet, s'il existe Ai,..., A n des scalaires tels que ^ A-,C t = 0 ( les G, désignent les colonnes 

2—1 

n n 

de G(ui , ..., u n ) ), alors on aura Xj(ui\uj) = = 0 et ceci pour tout i G [l,n], donc 

3 = 1 i =1 

n 

XjUj = 0 et donc Ai = A 2 = ... = A„ = 0. 

3 = 1 

Conclusion : La matrice symétrique positive G(u\, .... u n ) est définie si et seulement si, la famille (v,\ , .... u n ) 
est libre. 

i 

3. (a) On choisit Ui = ^ e k , on voit bien que iu r \ u 3 ) = min donc la matrice A n est une matrice 

k = 1 

de Gram, comme la famille (ui,...,u n ) est libre, la matrice A n est définie positive. D'autre part, la 
matrice R n = {r l j)\< l ^< n avec r %3 = 1 si i < j et 0 sinon vérifie '11,, Il n = A n . 

1. Veuillez adresser toute remarque, correction ou suggestion à l'auteur : medtarqi@yahoo.fr 
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(b) Le système ^4 Z = Y s'écrit : 


Zi 

= 1 

Zi + Z 2 

= 2 

Z! +Z 2 + Z 3 

= 3 

Zl + Z 2 + Z 3 + Z 4 

= 4 


Donc Z = 4 (1, 1, 1, 1). Le système R4X = Y s'écrit aussi sous la forme : 


Xi+ X 2 + x 3 + X 4 

= 1 

X 2 + X 3 + X 4 

= 1 

X 3 + X 4 

= 1 

X 4 

= 1 


dont la solution est X =' (0, 0, 0, 1). 

Si X une solution de A4X = Y ou encore de / /i ' 4 R 4 X = Y, alors R4X est solution l'équation t R 4 Z = 
Y, donc l'étude précédente assure que X = l (0, 0, 0, 1) est l'unique solution du système inversible 
A 4 X = Y. 


Deuxième exercice 


Résolution de l'équation X 2 + 3X = A dans ^3 (IR 

1. La matrice A admet trois valeurs propres réelles et simples à savoir Ai = 10, A 2 = 4 et A 3 = 0. Donc A est 
diagonalisable dans IR et les sous espaces propres de A sont des droites vectorielles. 

f 1 ) 

2. Il est clair que le sous-espace propre associé à la valeur Ai = 10 est engendré par le vecteur 0 , on 

V 0 J 

(°\ 

prend par exemple ei ce vecteur. De même on prend (4 = I 1 • Pour A 3 = 0, la résolution du système 

w 

( 0 

AX = 0 conduit au sous-espace propre engendré par le vecteur e 3 = 1 

V -4 , 

3. Puisque la matrice est diagonalisable, la famille (ei, e 2 , 63 ) est une base de IR ’. La matrice A de u dans 

/ 10 0 0 

cette base est 0 4 0 

\ 0 0 0 , 

/ 1 0 0 \ / 1 0 0 

4. D'après le choix de la base, on peut prendre P = 0 1 1 puis P -1 =01 \ 

\0 0 -4/ \0 0 f 

5. (a) L'égalité v 2 + 3v = u n'est autre que la traduction vectorielle de l'égalité matricielle B 2 + 3B = A. 

(b) u est un polynôme en v, donc u et v commutent, v commute avec u et donc laisse stable les trois 
droites propres de u. Ainsi une base de IR ; formée de vecteurs propres de u est également une base 
de vecteurs propres de v ou encore, alors pour la même matrice P, V = P~ 1 BP est une matrice 
diagonale. 
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(c) On a : 


B 2 + 3B = A & PV 2 P~ 1 + 3 PVP~ l = PAP” 1 V 2 + 3F = A, 
ce qui conduit au système : 

{ a 2 + 3«i = 10, 
a 2 + 3ct 2 = 4, 

a\ + 3a s = 0. 

On trouve a\ G {2, —5}, ct 2 £ {1, —4} et a 3 G {0, —3}. D'où les 2 3 = 8 solutions pour V : 

/ 2 0 0 \ / 2 0 0 \ / 2 0 0 \ / 2 0 0 \ 

010 01 0 0 -4 0 0 -4 0 

\ 0 0 0 / \ 0 0 —3 / \ 0 0 0 / \ 0 0 -3 / 

/ —5 0 0 \ / —5 0 0 \ / — 5 0 0 \ / — 5 0 0 \ 

0 10 0 1 0 0 -4 0 0 -4 0 

\ 0 0 0 / \ 0 0 -3 / V 0 0 0 / \ 0 0 -3/ 

Chaque valeur de V donne une valeur pour B : B = PVP -1 . 

6. Chaque valeur de C donne une solution P de l'équation A 2 + 3A' = .4, donc le nombre de solution de 
l'équation matricielle est 8. 


Problème 

Étude d'une équation différentielle linéaire d'ordre p 
Partie I : Résultats préliminaires 

î.i 


1.1.1 Si P est un polynôme de degré inférieure ou égal à n, sa dérive P' est un polynôme de degré 
inférieure ou égal à n — 1, donc est un élément de C n [X\, par conséquent C n [A] est stable par 
l'opérateur D. 

1.1.2 Pour tout k G [0, n], on a D™ +1 {X k ) = 0, donc D n est un endomorphisme nilpotent de C n [A'] ( car 
(1,X,X 2 , ...,X n ) est une base de C n [X] ). 

1.1.3 Comme D est nilpotent 0 est la seule valeur propre de D n , en conséquence pour tout complexe a 
non nul, D n + al n est inversible. L'inverse de D n + al n est donnée par la formule : 


(D n + aln') 


1 

a 


D r , 


a 


+ Ir 


-1 



1.2 Soit a un nombre complexe non nul, comme D n + al n est inversible, alors pour tout polynôme R de 
C n [X] de degré n, il existe un unique polynôme Pi G C n [A ] tel que (D n + aI n )(R\) = R ou encore 
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R\ + oR\ = R. Cette égalité montre aussi que deg R\ = deg(ai?i + R\ ) = deg(iî) = n. 
D'après la question l.(c), on a : 


Ri = 


i n / d \ ^ 

(D„ + aI„)-'(R) = - — ) (A) 

a ' Va/ 

i— n v ' 



1.3 


1.3.1 D'après le cours, on sait que l'ensemble de solutions de l'équation différentielle linéaire avec second 
membre y' — Xy = g est un espace affine de dimension 1, donc pour conclure il suffit de montre que 
la fonction Y G(x)e Xx vérifie cette équation différentielle. En effet, pour tout x G IR, on a : 

Y' - A Y = G'(x)e Xx + A G{x)e Xx - A G(x)e Xx = g{x). 

En conclusion, les solutions de y' — A y = g sont de la forme 

x ^ jT g(t)e~ xt e Xx + ke Xx 


où k est une constante complexe. 

1.3.2 D'après ce qui précède, la solution générale de y ' — A y = R(x)e Xx est de la forme : 


x )->■ 


(^J* R(t ) dtj e Aæ + ke Xx = S(x)e Xx , 


o ùS(x)= I R(t)dt + k. 

J o 

Il est clair que S'(x) = R(x) pour tout x € IR. 

1.3.1 D'après ce qui précède, la solution générale de y' — A y = R(x)e t/,X est de la forme : 


x i ^ 


£ R(t)e^~ x)t àt\ e Xx + ke Xx . 


D'après un résultat classique sur les primitives, on sait qu'il existe un polynôme R\ et k \ G C tels 


que 


f R(t)e ^ A ^ df = i?i(x)e^ X ' >x + k\. D'où la solution générale de y’ — \y = R(x)e lix : 

Jo 

x i-G R\{x)e^ x + ce Aæ , c G C. 

En remplaçant dans l'équation différentielle y' — Xy = on obtient pour tout t G IR, 

i2i(t)e #rt + gRi(t)e^ - XR^ef* = R(t)e>*, 


d'où R[ + {g, — X)R\ = R. 
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Partie II : Expression des solutions de l'équation 

différentielle (<? p ) 

2.1 Cas où P = {X - \) n avec A G C et n G IN* 

Une application / G ^°°(IR, C) est solution de l'équation différentielle (£ p ) si et seulement si. Vx G 
IR, a n f^ n \x) + ... + ai/'(x) + a 0 /(x) = 0 ou encore si et seulement si, (3> — XI) n (f) = 0. 

D'où 

n 

Vx G IR, {9- A I) n (/)(x) = ^ C^(— l) n_fc A n_fc / (fc) (x) = 0 

k = 0 

et donc 


n n 

e -\x ^ c^(— i) n_fe A n_fe / (fe) (x) = ^ c£(e- Aæ ) n - fc / (fc) (®) 

fc =0 fc =0 


d n (e~ Xx f(x )) 
dx n 


Ainsi e Xx f(x) est un polynôme R de degré inférieure ou égal an — 1, donc /(x) = R(x)e Xx . 
Réciproquement ; si x hg e~ Xx f{x) est une fonction polynomiale de degré inférieure ou égal à n — 1, alors 

d n (e Xx f (x)) 

Vx G IR. — = 0 et on conclut avec la formule de Binôme. 

dx n 


2.2 


2.2.1 L'endomorphisme Q(3>) est un polynôme en S> ; donc il commute avec — AI). 

2.2.1 Une fonction / G ^(IR, C) est solution de (£p) si et seulement si, — XI) o Q(£))(f) = 0 ou encore 
si et seulement si, Q(S>) o (D — A /)(/) = — A/) = 0, ceci est équivalent à dire que /' — A / 

est solution de l'équation différentielle (£q). 

2.3 Le résultat est vrai si n = 1 ; en effet, la solution générale de y' — Xy = 0 est de la forme x >-)• R{x)e Xx avec 
R(x) = 1. 

Posons Q = ( X — A)"~ 1 de tel sorte que P = (X - X)Q et supposons que la solution générale de l'equation 
différentielle ( D — A/) n-1 (/) = 0 s'écrit sous la forme x H* R{x)e Xx où R G C n _ 2 pé], 

Si / est solution de l'équation (£p), alors f — X f est solution de (£q), donc il existe R G C n _ 2 pé] tel 
que Vx G IR, /'(x) — A /(x) = R(x)e Xx , et d'après la question 1.3.2, / est de la forme x i-t S(x)e Xx avec 
deg S = deg R + 1 ( car S' = R). La propriété est donc démontrée pour l'ordre n, on conclut par la suite 
avec le principe de récurrence. 

2.4 Un exemple : Pi = X 4 + 2X 3 — 2A — 1 = (X — 1)(X + l) 3 . La solution de l'équation différentielle 
{3> + J) 3 (y ) = 0 est de la forme x i->- R(x)e~ x où P G C 2 pf], Maintenant si / est solution de (£p 1 ), alors 
f — f est solution l'équation différentielle (£q), donc il existe R G C-aIX] tel que f — f = R(x)e~ x , donc 
/ est de la forme x i-t R\{x)e~ x + ce x ( d'après 1.3.3 ) avec la relation R[ — 2Ri = R. 

2.5 Cas général : D'après la question 1.3, le résultat est vrai pour tout polynôme de degré 1, supposons qu'il 
est démontré pour tout polynôme de degré inférieure ou égal à n G IN et soit P un polynôme de degré 
n + 1. En divisant par son coefficient dominant, on peut supposer P unitaire. On pose P = (X — X )Q 

r 

avec Q = ]~[ {X ' — A/J TriA ( comme dans la question 2.5 ). Soit maintenant / une solution de (£p), alors 

k = 1 

f — A / solution de (£q), donc 


Vx G IR, /'(x) - A/ (x) = Rk(x)e XkX , 

k = 1 
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où Rk G C mj ,_i[X] pour tout k G [1, r]. Deux cas sont possibles : 

• 1er cas : Vfc G [1, r], A / \ k ( À racine simple de P): Une solution particulière de y' — Xy = Rk(x)e XkX 
est de la forme fk ■ x i-t Sk(x)e XkX où Sk est un polynôme de même degré que Rk- D'après le 

r 

principe de superposition, la solution générale de y'(x) — \y(x) = ^ Rk(x)e XkX est de la forme 

k= 1 

r r 

x i-t ^2 fk(x) + ce Xx = 22 Sk(x)e XkX + ce Xx , c G C. 
k= 1 k = 1 

• 2eme cas : G [1, r], A = A k 0 ( A racine d'ordre rrik 0 + 1 ) : La solution de y — Xy = Rk 0 (x)e Xx est 

de la forme x i-t S ko (x)e Xx où Sk 0 est un polynôme tel que S' k = Rk 0 ( dey ,S’/, 0 < m ko ). Donc la 

solution de y'(x ) — A y(x) = 22 Rk{x)e XkX + R ko e Xx est de la forme , 

k^ko 

J2f k (x) + S ko (x)e Xx = 22 S k (x)e XkX + S ko (x)e Xx . 

k^kç) k^ko 

On voit donc que la propriété est bien vérifiée pour le polynôme P. 

2.6 D'après le cours, l'ensemble de solutions de l'équation différentielle (S’p) est un espace vectoriel de di- 
mension n = degP. D'autre part, toute solution de (Pp) est combinaison linéaire des éléments de la 

r 

famille JP = IJ {x i-t e XkX ,x i-t xe XkX , ...,x i->- x mk ~ 1 e XkX }( d'après 2.5 ), de plus on peut vérifier que 

fc=i 

r 

cette famille est libre et comme card-P = 22 rrik = deg P, alors -P est une base de (£p) ce qui permet de 

k = 1 

conclure. 

2.7 Un autre exemple : La division euclidienne du polynôme P 2 par ( X — l) 3 conduit à la factorisation : 
P 2 = (X — 1) 3 (X — i) 2 (X + i) 2 . Donc les solutions de (£p 2 ) sont de la forme 

x e-t ( ax 2 + bx + c)e x + (dx + e)e lx + ( fx + g)e lx 

où a, b , c, d, e, /, g sont des nombres complexes. 

Partie III : Application 

3.1 


3.1.1 II est clair que g n = nfi — n/o, donc g n G Ef et comme (<pi, ..., <p n ) est base, alors on peut trouver 

n 

p 

des complexes a 1>n , ..., a p , n tels que g n = 22 a k , n Vk- 

k = 1 


3.1.2 On a, pour tout x G IR, lim g n {x) = lim 

n—> 00 n—ï 00 

{ 9 n)n> 1 converge simplement sur IR vers /'. 


/(® + l) - f(x) 
1 
n 


/'(x), donc la suite de fonctions 
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3.2 


ô 2 (a l ,x) = 


= 0, 


3.2.1 Supposons que la fonction x 62 ( 0 , 1 , x) est identiquement nulle sur IR, alors on aura, pour tout 

x G IR, 

<Pi(ai) <P2(ai) 

<Pi(x) (f2(x ) 

et donc <p 2 (x) = ^ 2 pi(x) ( car <pi(a) / 0 ), donc <pi et <p 2 sont colinéaires, ce qui est absurde. 

<pi(a) 

En conséquence il existe un réel 02 tel que £> 2 ( 01 , 02 ) / 0 et dans ce cas la matrice X 2 (ai . 0 , 2 ) est 
inversible. 

3.2.2 De même , supposons que la fonction x <5/,. + i (tu , .... a/,, x) est identiquement nulle sur IR, alors on 
aura, pour tout x G IR, 


3.3 


^fc+l (Ol , •••, Ofc , x) — 


<Pi(ai) ... 

<Pk(ai) 

<Pfc+i(ai) 

<pi(a 2 ) ... 

<Pfc(« 2) 

<Pk+ l( a 2) 

<pi(a fc ) .., 

[ Pk(Ok ) 

V’fc+i (®fe) 

<pi(x) .., 

<Pk(x) 

<pfc+ l(æ) 


= 0. 


Le développement de ce déterminant par rapport à la dernière ligne conduit à une relation de type 

/3i(pi(x) + ... + + <5fc(ai, ..., ük)(pk+ i(x) = 0 (les /% sont des constantes) 


et ceci pour tout x G IR, donc cpk+i G Vect(<pi, ...,<pk) ( car 6 k(a\, ... ,ük ) / 0 ), ce qui est absurde. 
Ainsi il existe un réel ak+i tel que 5fc+i(ai, ..., afc, afc+ 1 ) / 0. 


p 

3.3.1 D'après la relation (1) on a, pour tout i G [!./>], g n (ai) = ^ <Pfc(oi) Q fc,n, cette relation se traduit 

fc=i 

matriciellement par l'égalité F n = MY n . 

3.3.2 On sait que la suite de vecteurs colonnes (Z n ) n > 1 converge vers le vecteur F de .# p , 1 (C) de compo- 
santes (/'(ai), ..., f'(a p )), et comme Y n = M~ 1 Z n , la suite (F n )n>i converge vers M~ l Y , car l'appli- 
cation X i->- M 1 A est continue sur ^# p ,i(C). 

3.3.3 Puisque la suite (Y n ) n > 1 converge, alors la suites (u.k, n ) n >\ converge dans C pour tout k G [l,p]. 
VA: G [l,p], on note ak = lim otk n , donc la relation (1) montre que V.x G IR, 

n — >00 ’ 

P 

f'(x ) = lim y n (x) = V ]a k <Pk(x), 

n— >-oo z ' 

fc=l 


donc /' G Ef. 

3.4 Si h & Ef, alors h est une combinaison linéaire des fonctions dérivables sur IR ( les f T sont derivebles dans 
IR ), donc h est dérivable sur IR et comme précédemment on montre que h ’ G Ef. Le même raisonnement 
se fait maintenant pour h 1 au lieu de h, donc h" = (h!)' G Ef, une récurrence sur l'ordre de dérivée 
permet de conclure, ainsi tous les éléments de Ef sont de classe c é'°° sur IR, par conséquent Ef est un 
sous-espace vectoriel de ^°°(1R, C) qui est évidement stable par l'opérateur S>. 
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3.5 D'après le théorème de Cayley-Hamilton V est racine de son polynôme caractéristique P, c'est à dir eP(T>) = 
0, en particulier P(V)(f) = 0, donc / est solution de l'équation différentielle (S'p). D'après le résultat de 

r r 

la question 2.6, si P = (— l) n — \k) mk où n = deg P, f est de forme x i->- ^ R k (x)e~ XkX avec 

Jç 2 

Rk e Cm k -i[X] pour tout k G [1, r]. 

r 

Inversement, si / est de type x i->- ^ Rk(x)e~ XkX , alors pour tout r € IR et tout x G IR, on a : 

fc=i 

r r 

f T (x) = f( x + r) = J2 Rk(x + r)e XkT e XkX = S k (x)e~ XkX 

k = 1 k = 1 

où ,S'/ ; . est un polynôme de même degré que R k , donc f T prend la même forme que /, autrement dit, 

r 

Ef = Vect |^J {x i-t e XkX , x i->- xe XkX , ...,x i->- x mfc_1 e Afca; } 
k= 1 

c'est un sous-espace vectoriel de ^°°(IR, C) de dimension finie. 



8 



